Fiche 8: Produit scalaire et applications

Définition du produit scalaire:

Définitions:

Exemples:

Soient # et v deux vecteurs non nuls: et trois points
B —

A, Bet C distincts du plan tels que: # = A B et A

-5 —

v=AC A

On appelle norme du vecteur i lenombre N

";" =AB=\/(xB_xA)2+(J'B'J'A)2 o .,\

On appelle produit scalaire de U et v leréel noté

-

# - v defini par: B
2322 Plxeos (2 5 3)

— — T
AB-AC:ABxAcxcos(BAC)

—_— —

2 1
— AB'AC:G.XE

BA(]S
BC (4-3;5-2)

1) Soit un triangle équilatéral ABC telque AB=a :
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—_— — —_— —
AB-AC:ABxACxcos(AB,AC):axaxcos

2) On considére trois points A(1;1), B(3:2) et C(4:5).
—

De plus l‘angle B A C =135° .

Calculons B A - B C ABetAC

1-2) soit BA ( -2;

soit B C(1;3)

BA=||BA||=\K(-2)‘+(-1)‘ =5
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A = H
Si A, B et C sont trois points du plan tels que A et B sont distincts et H est le projete
orthogonal de C sur la droite (AB), alors :
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AB'AC:ABXAH,SfBAC<2—
—_— — —_e T
AB'AC:—ABXAH,SfBAC>2—
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ABAC = ABAH AB.AC = AB.AH
=ABx AH =—ABx AH

si H est sur la demi-droite [AB). si H n'est pas sur la demi-droite [AB).

e
BC=|BC|=y1°+3" =/1+9 =/10
On en déduit :
— — —_— —
BA-BC BAxBCxcos(BAC) & BA-BC =30 xcos (135°)
-1
& BA- Bc_srxﬁ=-5
Propriété et projeté orthogonal: Exemple:
Soient u et v deux vecteurs colinéaires non nuls: ABCD un carré de coté a:
. = -> - - -> -> -> A B
1)Si u et v sont de méme sens: u-v:"u"x"v" t
- = . ) - 3 - >
2)Si u et v sont de méme contraires: u - v = - " u " % " v "
Projeté orthogonal: O
Si A, B et C sont trois points du plan tels que A et B sont distincts, alors on appelle le 4
projeté orthogonal du point C T
sur la droite (AB) le point H, intersection de la droite (AB) et de la perpendiculaire a :
(AB) passant par C "
C D H P Cc

—_— — — —

a) AD-AB =0 carlesvecteurs A B et A D sont
orlhogonaux

b) AD CB:—axa——a
CB

—
car les vecteurs A D et

sont colinéaires mais de sens contraire;
_— ) _— )

1 1
¢ DC-DO=DC - DH—ax?a—?a car H est

le projeté orthogonal de O sur la droite (DC) et les vecteurs
— e

D C et D O sontcolinéaires et de méme sens.




- 3
Hev=xxx’4+yxy’

= =3
On considére deux vecteurs # et v non nuls:
- -

-3 -
u-v=0 ¢ u et v sontorthogonaux
Conséguence:

Deux droites sont perpendiculaires si et seulement si
un vecteur directeur de I'une est orthogonal a un
vecteur directeur de I'autre.

Si ; est le vecteur directeur de (d) et ::' le vecteur de

= =
(d): u et v sontorthogonaux si et seulement si

(3,3):210u _Z—H(er)

Définitions et conséquences: Exemples:
On appelle produit scalaire des vecteurs 7et v le 1) Soit ABCD un parallélogramme telque: AB=4 ,AD=8 etBD=7
nombre réel défini par: B . C
= 2 1 — o . — { i
i V=g [1E 3171307 N /
z 4| 7 /

) 3 . i / /
Soit (i]l; i ,_,t) un repere orthonorme, # (x ; y) et i o
v (x’;y7) onaalors: AI 8 D

—_— — 1
BC-BA=y [|5C+BAl -8 - [BA}]

e 1 — 1 1
BC+BA=AD+BA =BD (car ABCD est un parallélogramme donc
_ —

A D = B C eton utilise la relation de Chasles)
re.ma_ L= 1=—=y2 1=—=y2]1-1 2 2 2
3 [IBD - |BC)P- 8L |= 5 [Bp*-BCci-B A’ ]

< BC-BA
- — 1 2 - -
< BC-BA= 3 [?‘_s"_4‘] (car ABCD est un parallélogramme donc

BC=AD=8)
_— —

< BC-BA

1 1
5 [49-64-16 ] = 5 *(=31)
— _31

B —
Donc BC-BA:z—

- >
2) Soit u (4:2)et v (3;-06)
; . 3:xxx’+3‘xy’ =4x34+2x(-6)=12-12=0
Les vecteurs # et v sont orthogonaux.
3) On considére les droites (AB) et (CD): on donne:
quatre points A(-1;2) , B(5;0) ; C(3:4) et D(6:13).
—

Les vecteurs directeurs respectifs des droites (AB) et (CD)sont: A B (6 ; -2) et
e
CD(3:;9)
_— —
AB-CD =xxx"+yxy ' =18-18=0

— —
Les vecteurs directeurs A B et C D sont orthogonaux.
Par conséquent, les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires.

Propriétés:

Exemples:

-5 - -

Pour tous vecteurs # , v , w et KER :
- 3 -+ =

1) u-

v=v- i ;
> E
) 0-v=v-0=

- — > - =3
4) u-( +w)= V4w
- = -1 . . .
5) wu-u=u estappelé carré scalaire de
-+ =1 =2
u etona: u =||u|| :
AT =2 I A
6) (u+v) =# +2u-v+v ;
= =1 =12 5 =22
7 (u—v) =u -2u-v+v ;
= - - 3 =2 312
8) (u+v)-(u—v)=u -V

—
ABCD est un parallélogramme telque AB=4, AD=3et BAD =60°
—_— —
Calculde AB - AC:
— — — B — B — B —
AB-AC:AB-(AB+BC1=AB-(AB+AD)carABCDestun
——
parallélogrammedonc BC = A D
— — — — — ) —_—
AB-AC=AB-AB+AB-AD=AB +AB><AD><(:05(BAD
— — - 1
AB-AC=4‘+4x3x?=16+6=22
Calulons la longueur AC:
- —_—1 B — —_— 2 — e
AcizaAc =(AB+BC) =(AB+AD)
- B —
AC‘:(AB+AD)
22 — T .2 1
AC'=4"4+2AB-AD+3"=254+2AB-AD =25+2x4x3x?

ACY=254+12=37 donc A C =37
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=AB +2AB-AD+AD
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Vecteur normal a une droite:

Définition:

représentation graphique:

Dans le plan, on dit qu'un vecteur non nul n
est normal & une droite (D) s'il est orthogonal a

un vecteur directeur ; de la droite (D)

= —3 - =3
n et i sontorthogonaux: s - u =0




Eqguations droites :

Exemple :

Soit A un point et # unvecteur nonnul du plan.

La droite (D) passant par A et de vecteur normal n est
I'ensemble des points M du plan tels que:
B

AM-7=0

Dans un repére orthonorme du plan, on a:
-
Alxysy,) M@y etn(@;p):
—_—
AM- -n =a(x—xA) +b(y—yA) =0
= ax+by+(—axi—byi)=|] d'ou I'équation

cartésienne de la droite (D).
Soient a et b deux réels NON simultanément nuls et c un réel

guelconque.
Toute relation de la forme a x + b y +¢ =0 est une équation

>
cartésienne de vecteur normal # (a ; b)

Dans un repéere orthonorme (O;LJ) du plan, on donne
les points A(2;1), B(4.5)
Cherchons une équation de la droite (AB):
Vecteur directeur de la droite (AB):
L'équation cartésienne de la droite (A B) est de la forme
ax+by+ec=0 oiaetb sont différents de 0
Un vecteur directeur de cette droife est : II (-b;:a)
] ]
AB (xB—xA ; yB-yA) soit AB (2;4)
Soit b=-2 eta=4
Le vecteur normal est: ; (4:-2)
M est un point quelcongue, M (x ; y) :
—
AM: - n=4(x-2)-2(y-1)=0
& 4x-8-2y+2=0
& 4x-2y-6=0 estune équation cartésienne de
la droite (D).

A mémoriser :

equation:

[se-x,) 4 (p-7 ) = 7

2) Le cercle de diametre [AB] est I'ensemble des points
verifiant :

— —

MA-MBE =0

(un point M appartient au cercle de diameétre [AB] si et
seulement si la droite (MA) est perpendiculaire a la droite

(MB).
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Equations: Vecteur directeur: Vecteur normal: | Coefficient directeur:

soE . = -
Cartésiennes: 4 (-b;:a) n(a;b) m=—£,b;¢0
ax+by+e=0 b
Reéduites: ;(l;m) ;(m, -1) m
y=mx-+p

Equations cercles : Exemples:

Dans un repére orthonorme du plan: 1) Cherchons I'équation cartésienne du cercle C de centre
1) Le cercle de centre (xo R -"o) etderavonrapour |£ (4;-3) etderayon r=35

()‘:-4)2+(:|‘+3)2 =52=25

avec B(-1;2) et C(4;2):

P —

—_—
MB (-1-x:;2-y) et MC (4-x:;2-3)
—_— — -
MB- -MC=(-1-x)x(4-x)+(2-1)"

Une équation du cercle de diametre [BC] est:

x2—3x+y2—4y=0 (E)
On pose:

2 3
“a3x=|x- —

On remplacedans (E) est on obtient:

3 5
Cercle de centre € (? : 2) etde rayon r = 3

) Déterminons une équation du cercle de diamétre [BC]

M (x ; y) un point quelconque.

—4+x—4x+x:+4—4y+:|'2 =x2—3x+y2—4y =0

b

9 2 2
-7 ety -4y=(r-2)"-4

b

3 9 1
i - =23 =4 =0
x 2) 7 0D

3\2 2 9 9416 25
x'?) SRS e
3\2 2 5\2
- =2y = —




